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Zusammenfassung
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gegeben, dieein Mal3 fur die Komprimierbarkeit von Informationen liefert. Es
wer den einigeihrer wichtigen Eigenschaften sowie Anwendungen vor gestellt.
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Kolmogorov-K omplexitét

1. Einleitung

Mit der Entropie, wie sie von Shannon entwickelt wurde, ist ein Mal fur die
Komprimierbarkeit von Informationen vorhanden. Die Entropie hat aber zwei grof3e
Nachteile: Zum Einen achtet sie nicht auf die Semantik von Nachrichten, sondern nur
auf deren Komprimierbarkeit zum Zwecke der Datentibertragung. Sie bezieht sich
daher immer auf die Menge, in der sich ein Objekt befindet; falls die Menge nur zwei
Elemente hat, |&sst sich ein Objekt durch ein Bit codieren. Man hétte aber gerne ein
Mal3, das im Objekt inhdrent ist. Zum Anderen gibt die Entropie nur ein Mal3 fur die
durchschnittliche Komprimierbarkeit der Objekte in der Menge, kein Mal3 fur die
individuelle Komprimierbarkeit e nes spezifischen Objekts.

Die sog. Kolmogorov - Komplexitét 10st diese beiden Probleme, indem sie ein
Komprimierbarkeits-Mal3 angibt, das nur vom zu komprimierenden Objekt abhangt.
Sie wurde (relativ unabhéngig voneinander) von den Mathematikern Kolmogorov und
Solomonoff entwickelt; auch mit dem Ziel, Zufalligkeit besser definieren zu kénnen.
Im zweiten Abschnitt dieser Ausarbeitung wird die Kolmogorov — Komplexitét
vorgestellt. Der dritte Abschnitt beschéftigt sich dann mit einigen ihrer wichtigen
Eigenschaften. Im vierten Abschnitt werden einige Anwendungen der Kolmogorov —
Komplexitdt vorgestellt; diese liegen z.B. in der Datenkompression oder der
Beweisfuhrung.

2. Informations-K omplexitét

Sei T ein Alphabet, und =, ==\{}. Man kann , mit der Menge {0, 1, ..., m-1}
identifizieren. Man betrachte nun eine universelle Turing-Maschine T mit zwel
Béandern Uber X . Man sagt, dass das Wort q (aus ') das Wort x schreibt, falls T
bei der Eingabe von g auf dem zweiten Band und einem leeren ersten Band in

endlich vielen Schritten stoppt und dann x auf dem ersten Band steht. Man kann dann
also auch x al's die Ausgabe des Programms q bezeichnen.

Es ist klar, dass jedes Wort von T geschrieben werden kann. Es gibt z.B. eine
einfache Turing-Maschine S,, die x auf das leere Band schreibt und hélt. S, kann
von einem Programm q, auf T simuliert werden, wodurch X geschrieben wird.

Die Informations-Komplexitat oder auch Kolmogorov - Komplexitét eines Wortes X
aus X, ist die Lange des kiirzesten Wortes, das T veranlasst, x zu schreiben. Sie

wird mit K, (x) bezeichnet. Lose formuliert ist die Kolmogorov - Komplexitét die
Lénge des kurzesten Programms, das x ausgibt. Falls bei der Berechnung von X gjne
weitere Information Y al's bekannt vorausgesetzt werden kann, so wird die bedingte
Kolmogorov - Komplexitat mit K+ (X|Y) bezeichnet. Es gilt also K+ (x) =Ky (x| £).

Man kann das Programm, das x schreibt, auch als Code von x ansehen, wobei die
Turing-Maschine T die Decodierung vornimmt. Diese Art von Code wird als

Kolmogorov - Code bezeichnet. Vorerst machen wir keine Annahmen Uber die Dauer
des Decodierens (oder Codierens).

Nun ist es offensichtlich unschon, dass die Komplexitdt noch von der Turing-
Maschine T abhangt; man hétte gerne, dass sie eine reine Eigenschaft des Wortes x
sei. Man konnte sich z.B. eine Turing-Maschine denken, die nur jeden zweiten
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Buchstaben der Eingabe verarbeitet und die anderen Buchstaben Utberspringt. Obwohl
eine solche Turing-Maschine universell wére, wirde doch die Komplexitét eines
Wortes bei ihrer Verwendung doppelt so hoch sein wie ohne dieses Verhalten.

Im Folgenden wird gezeigt, dass es nicht mehr wichtig ist, welche Turing-Maschine
fur die Definition der Kolmogorov - Komplexitét verwendet wird, falls T einige
einfache Bedingungen erflllt. Grob gesagt, muss man nur annehmen, dass jede
Eingabe einer Berechnung auf T auch as Teil des Programms angegeben werden
kann. Genauer nimmt man an, dass es eéin Wort — nennen wir es DATA — gibt, fir
welches folgende Bedingungen zutreffen:

(a) Jede einbandige Turing-Maschine kann durch ein Programm simuliert werden,
das nicht DATA als Teilwort enthélt

(b) Wenn die Maschine so gestartet wird, dass das zweite Band ein Wort der Form
xDATAy enthalt (wobei X nicht das Teillwort DATA enthdlt), dann halt die

Maschine genau dann an, wenn sie auch anhalten wurde, falls man sie mit y

auf dem ersten Band und x auf dem zweiten Band gestartet hétte, und liefert
in beiden Féllen die gleiche Ausgabe auf dem ersten Band.

Es ist klar, dass jede universelle Turing-Maschine so modifiziert werden kann, dass
sie die Annahmen (&) und (b) erfillt. Im Folgenden wird angenommen, dass die
Maschine T diese Eigenschaft hat.

Lemma 2.1: Es gibt eine Konstante c, (die nur von T abhangt), so dass gilt:
Ky (X)X +c;.

Beweis: Da T universell ist, kann die triviale einbandige Turing-Maschine, die sofort
stoppt, auf ihr durch ein Programm p, simuliert werden (das nicht das Wort DATA

enthalt). Mit Annahme (b) bedeutet das, dass das Programm p,DATAXx fur jedes Wort
X aus X X schreibt und anhdlt. Also wird die Annahme von der Konstante
Cr =|po| +4erfullt. m

Es folgt der Beweis, dass die Komplexitét nicht zu sehr von der benutzten Maschine
abhangt (unter den obigen Voraussetzungen).

Theorem 2.2 (Invarianz - Theorem): Seien T und S universelle Turing-Maschinen,
die die Bedingungen (&) und (b) erfillen. Dann gibt es eine Konstante ¢, so dass fur

jedes Wort x gilt: |K; (x)- K (x) < cs.

Beweis: Wir konnen die zweibandige Turing-Maschine S durch eine einbandige
Turing-Maschine S, simulieren, so dass, falls ein Programm g auf S das Wort x

schreibt, S, mit g auf dem Band ebenfalls in endlichen vielen Schritten anhét und
dann x auf dem Band steht. Weiterhin konnenwir S, auf T durch ein Programm  pg,
simulieren, das nicht das Teillwort DATA enthélt.
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Sei nun x €in beliebiges Wort aus £, und q, das kiirzeste Programm, das x auf S
schreibt. Man betrachte das Programm pg DATAX auf T : es schreibt offensichtlich

x und hat als Lange |qx|+‘pso‘+4. Die Ungleichheit in der anderen Richtung wird
entsprechend bewiesen. &

Wegen diesem Theorem wird die Allgemeinheit nicht verletzt, wenn man T als fest
betrachtet und den Index weglasst, also nur noch K (x) schreibt.

3. Eigenschaften der Kolmogorov - Komplexitat

Zunéchst einige einfache Eigenschaften:

@ K(x)<[¥+c

(b) [{x: K(x)=Kk}|<m" (wobei m die GroRe des Alphabetsist)

(c) Fur jede berechenbare Funktion f gibt es eine Konstante c, so dass
K(f(x))< K(x)+c (falls x im Definitionsbereichvon f ist)

(d) Sei V, eine endliche aufzéhlbare Menge mit hdchstens 2" Elementen. Dann
gibt es eine Konstante ¢, so dass ale Elemente von V, eine Komplexitét

von hochstens n+ ¢ haben (fur alle nON).
() K(xy)< K(x)+K(y)+O(log(min(K (x). K ()

Beweis: zu (a): Dieswurde schon bel Lemma 2.1 bewiesen.
Zu (b): Es gibt genau m* verschiedene Programme der Lange k. Damit es mehr als
m* Worte mit K(x)=k gabe, miisste mindestens eins dieser Programme mehr als ein

Wort erzeugen, was unmaoglich ist.
Zu (c): Sei T die Turing-Maschine, die fur die Definition von K benutzt wurde. Man
vergleiche T mit einer (universellen) Turing-Maschine S, die die Funktion f auf

das Ergebnis von T anwendet — diese kann ebenfalls zur Definition einer
Kolmogorov - Komplexitét verwendet werden. Dann gilt:

K (f(x))< Ks(F(x)+c<K;(x)+c, dajeder Kolmogorov - Code von x beziiglich
T asKolmogorov - Codevon f(x) beziiglich S betrachtet werden kann.
Zu (d): Man kann ein Wort xV, durch seine Position in der Aufzdhlung der Menge

codieren; diese Zahl braucht nicht mehr als n Zeichen.
Zu (e): Esist Kklar, dass das Problem nur im Trennen der Eingabe besteht, aso im
Erkennen des Endes von x. Dies kann man |6sen, indem man z.B. die Lange des

kiirzeren Wortes codiert voranstellt, wiein 0 X‘1xy. u

Weiterhin betrachten wir einige algorithmische Eigenschaften von K :

Theorem 3.1: Die Funktion K ist nicht berechenbar.
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Beweis: Der Beweis des Theorems erfolgt indirekt. Sein Prinzip ist das des
klassischen logischen Paradoxons ,,Sei n die kleinste Zahl, die nicht mit weniger als
20 Worten definiert werden kann.“ (sie wurde gerade mit 15 Worten definiert).

Nehmen wir also an, dass K berechenbar sei. Sei dann c eine natirliche Zahl. Man

ordne die Worte in %, lexikographisch und x(k) sei das k-te Wort in dieser
Ordnung. Sei x, das erste Wort mit K(x,)=c. Nun betrachten wir das folgende
Programm in Pascal-ahnlicher Notation:

var Kk: integer;
function x(k: integer): integer;

function Kol m(k: integer): integer;

begin
k := 0;
while Kolmk) <c do k := k + 1;

print(x(k));
end.

Die beiden Funktionen x und Kolm wurden hier nicht explizit aufgefihrt. Bei x wére
dies mdglich gewesen, sie berechnet x(k). Die Funktion Kolm berechnet K(x(k))und
ist hypothetisch; unter der Annahme, dass K berechenbar ist, kann sie aber mit einer
konstanten Anzahl Zeichen notiert werden.

Offensichtlich gibt das Programm X, aus, ist aso ein Kolmogorov - Code fir x,. Da
beide Subroutinen nur eine konstante Anzahl Zeichen haben (die auch nicht von c
abhangt), hat das gesamte Programm eine L ange von log(c)+O(1). Somit ist

K (x,)<log(c)+O(1), wasfir geniigend grolie ¢ ein Widerspruch ist. m

Die Unberechenbarkeit von K ist nattrlich schade; jedoch kann man zeigen, dass die
Komplexitdt K im Durchschnitt sehr gut abgeschétzt werden kann. Dafir muss man
erst definieren, was ,im Durchschnitt® bedeutet. Nehmen wir an, dass die
Eingabeworte zuféllig erzeugt werden; das bedeutet, dass jedes Wort x eine gewisse

Wahrscheinlichkeit p(x) hat, wobei p(x)=0 und > p(x)=1. Wir nehmen an, dass

X%y
p(x) berechenbar ist; genauer gesagt, dass p(x) eine rationale Zahl ist, deren Zahler
und Nenner aus x berechnet werden konnen. Ein einfaches Beispiel einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die die Bedingungen erfillt, ware p(x, )=27* mit x,
alsdem k-ten Wort in lexikographischer Ordnung.

Theorem 3.2: Fir jede berechenbare Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt es einen
Algorithmus, der einen Kolmogorov - Code f (x) fur jedes Wort x berechnet, so dass

der Erwartungswert von | f (x) - K (x) endlichist.
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Beweis: Fir die Einfachheit der Darstellung nehmen wir an, dass p(x)> 0 fir ale x
ist. Sei (x ) eine Ordnung der Wortein =}, fir die 0i : p(x )= p(x.,), und die Worte

mit gleicher Wahrscheinlichkeit seien in aufsteigender Ordnung. Fir den weiteren
Beweiswird zundchst noch ein kleines Lemma bendtigt:

Lemma 3.3: (a) Fur jedes Wort X ist der Index i mit x, =X berechenbar.
(b) Fur jede naturliche Zahl i ist x berechenbar.

Beweis: (a) Sei (y,) die lexikographisch aufsteigende Ordnung aller Worte. Firr ein
bestimmtes Wort x ist es einfach, den Index j zu finden, fUr den y; =X ist. Danach

[
suche man das erste k> j mit Zy, >1- p(yj). Da die linke Seite der Ungleichung
1=1

auf 1 zulduft, die rechte Seite aber kleiner als 1 ist, wird k schliefdlich auf jeden Fall
gefunden.
Esist klar, dass jedes der Worte V,,;, V..., --- €ine Wahrscheinlichkeit von weniger

as p(yj) hat, und daher muss man nur noch die endliche Menge {yl,..., yk} gemald
absteigender Wahrscheinlichkeit sortieren und den Index von y; in dieser Menge

finden. Diesist dann auch der Index von X.
(b) Mit einem gegebenen Index i kann man die Indizes von y,, vy, ... gemal (a)
berechnen, bis i auftaucht. ®

Zuriick zum Bewels von Theorem 3.2: Der Algorithmus im Bewels des obigen
Lemmas, zusammen mit der Zahl i, liefert einen Kolmogorov - Code f(x ) fiir jedes

Wort x . Es wird nun gezeigt, dass dieser Code die Anforderungen des Theorems
erfuillt. Natirlichist | f (x) = K (x). Weiterhin ist der Erwartungswert von |f (x) - K (x)

> PO f (%) =K (x)).

Gezeigt werden soll, dass diese Summe endlich ist. Da die einzelnen Terme nicht
negativ sind, reicht es zu zeigen, dass die Teilsummen beschrankt sind, also dass gilt

i p(x)(| f ()]~ K(x)) <C fir ein C unabhéngig von N . Daf(ir schreibt man
Z pO)( f O6)]— K (%)) = Z p(%)( f (%)~ log,,i) +Z p(%)(l0gy, i —K(X)) -

Beide Teilsummen bleiben beschrankt. Die Differenz |f(xi)|—logmi ist einfach die

Lénge des Programms, das X berechnet, ohne die Lange des Parameters i, somit ist

sie eine Konstante und die erste Teilsumme ist hdchstens C .
Um die zweite Teilsumme abzuschétzen, benutzt man das folgende einfache, aber

nitzliche Prinzip. Sei @, 2a, 2...2a, eineabfalende Folgeund b, b,, ..., b, eine
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beliebige Folge von reellen Zahlen. Sei b, >b, >...> Db, die Folge b absteigend und
sei b <b, <...<b sie aufsteigend geordnet. Dannist Y ab” <> ab <> ab’.

Sei (z) eine Ordnung aller Worte, so dass K(z )< K(z,)<... (diese Ordnung kann
nicht berechnet werden, aber das ist auch nicht nétig). Dann ist wegen dem obigen

N N
Prinzip > p(%)K(x) =D p(x)K(z) . Wie oben gezeigt, ist die Anzahl der Worte
i=1 i=1

mit K(x)=k héchstens m*, und daher ist die Anzahl der Worte x mit K(x)<k
hochstens 1+m+...+m* <m*. Substituiert man K(z) fir k, so erhalt man wegen
der Ordnung von (z) die Aussage i<m***und somit K(z)=log,i-1.
Eingesetzt:

3P0 )10, - K (x)) £ D px)(0gi =K (2)) € p(x) =L
Damit ist Theorem 3.2 bewiesen. B

4. Anwendungen der Kolmogorov - Komplexitat

4.1 Der Begriff einer Zufallssequenz

In diesem Abschnitt wird angenommen, dass =, ={0,1} ist; man betrachtet also nur

die Komplexitét von Binédrstrings. Grob gesagt, soll eine Sequenz zuféllig genannt
werden, wenn sie keine ,, RegelmalZigkeit* enthdlt. Um so allgemein wie méglich zu
bleiben, betrachtet man jede Art RegelmaRigkeit, die eine bessere Codierung der
Sequenz ermdglichen wirde (so dass die Komplexitédt der Sequenz klein wére).
Zuerst wird die Komplexitét von ,,durchschnittlichen” Binérstrings abgeschétzt:

Lemma 4.1: Die Zahl der Binérstrings x der Lange n mit K(x)s n—k ist kleiner als

2n—k+l

Beweis: Die Anzahl der , Codeworte® der Lange n—k ist hochstens 1+ 2 + ... + 2"*
< 2" also kénnen nur weniger als 2" Strings x solch einen Code haben. ®

Korollar 4.2: Die Komplexitdt von 99% der n-stelligen Bindrstrings ist grof3er als
n—-7. Wenn man einen Bindrstring der Lénge n zuféllig erzeugt, dann gilt

[K(x)-n<100 mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 —2'.

Diese Zahlen folgen aus Lemma 4.1 durch einfaches Einsetzen; z.B. ist die Zahl der

Binarstrings mit Komplexitdt < n — 7 kleiner als 2"°, die Anzahl von Binarstrings
n-6

2 =2"° -1 =0,016=16%.

2" 64

Korollar 4.2 besagt umgangssprachlich, dass es sehr unwahrscheinlich ist, dass man
einen zuféllig erzeugten Binarstring gut komprimieren kann.

der Lange n aber 2";
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Eine weitere Folgerung aus Lemma 4.1 ist, dass es in gewisser Weise ein
»Gegenbeispiel“ zur These von Church liefert. Man betrachtete das folgende Problem:
Konstruiere fir gegebenes n einen Binérstring der Lange n, dessen Kolmogorov -
Komplexitat grof3er ist als n/2. Dieses Problem ist wegen Theorem 3.1 (K ist nicht
berechenbar) algorithmisch nicht 16sbar. Das obige Lemma zeigt aber, dass mit grof3er
Wahrscheinlichkeit ein zuféllig gewahlter String die Anforderung erfullt.

Theorem 3.1 besagt, dass es unmdglich ist, den besten Code fur ein Wort
algorithmisch zu finden. Es gibt aber einige einfach erkennbare Eigenschaften, die
von einem Wort zeigen, dass es kirzer als mit seiner Lange codiert werden kann. Das
néchste Lemma zeigt solch eine Eigenschaft:

Lemma 4.3: Wenn die Anzahl von 1en in einem Binérstring x der Lange n k i,
dann gilt

K(x) < Iogz(ﬂ)+log2 n+log, k+0O(1).

Sei k=pn (0< p <1),dann kann diesals
K(X) < (=plog p-(1- p)log(l- p))n+O(logn)

abgeschétzt werden. Insbesondere gilt fir k > (1/2+&)n oder k<(1/2-¢)n
K(x)<cn+O(logn),

wobei c=-(1/2+¢)log(l/2+¢)-(1/2-¢)log(l/2-€) eine positive Konstante i,
diekleiner als 1 ist und nur von € abhangt.

Beweis: x kann as ,lexikographisch t-te Sequenz unter allen Sequenzen, die die
Lange n haben und genau k len besitzen“ beschrieben werden. Da die Anzahl der
Sequenzen der Lange n mit genau k len (E)ist, braucht die Beschreibung der Zahlen

t, n und k nur Iogz(ﬂ)+2log2n+2log2k Bits. Der Faktor 2 wird benétigt, um die

drei Ziffern voneinander zu trennen; man kann z.B. kn als 0“1k n codieren. Das
Programm, das dann die richtige Sequenz auswahlt, braucht nur eine konstante Zahl
von Bits. Die Abschétzung des Binomiakoeffizienten geschieht mit einer Methode
aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. B

Man kann nun entweder X —K(x) oder [¥/K(x) als MaR fiir die Zufaligkeit bzw.

Nicht-Zufalligkeit eines Wortes x betrachten. Je groRer diese Ausdriicke werden,
desto Kleiner ist K(x)relativ zu |¥, was bedeutet, dass x ,regelmaRiger* und somit

weniger zufdlligist.

Fur unendliche Folgen kann man eine genauere Unterscheidung treffen: man kann
definieren, ob eine bestimmte Sequenz zufdllig ist. Dabei sind mehrere verschiedene
Definitionen moglich; hier wird die einfachste vorgestellt.

Sei x ein unendlicher Bindrstring, und X seine ersten n Zeichen. Wir nennen den

String informatisch zuféllig, wenn fiir n - oo gilt K(x )/n - 1.
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Wenn man die Zahl der 1en im String X, mit a, bezeichnet, so geht aus Lemma 4.3
direkt das folgende Theorem hervor:

Theorem 4.4: Fdls xinformatisch zufélligist, dann gilt (fir n - «) a,/n - 1/2.

Es stellt sich die Frage, ob die Definition einer algorithmisch zufélligen Sequenz nicht
zu strikt ist, also ob es uberhaupt unendliche Sequenzen gibt, die algorithmisch
zufdllig sind. Es wird nun gezeigt, dass es nicht nur solche Sequenzen gibt, sondern
dass sogar fast alle Sequenzen diese Eigenschaft haben:

Theorem 4.5: Die Elemente eines unendlichen Binadrstring x seien (unabhangig
voneinander) mit Wahrscheinlichkeit 1/2 Oen oder len. Dann ist x mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1 informatisch zufdlig.

Beweis: Sei Sfiur ein festes £ >0die Menge aller endlichen Sequenzen vy, fir die
K(y)<(1-¢)y|, und sei ferner A, das Ereignis x, J'S. Dann gilt wegen Lemma 4.1:
Prob(A,)< > 27" < 2l = gt

yos

die Summe Y Prob(A ) ist also konvergent. In diesem Fall besagt das Borel-
k=1

Cantelli-Lemma aus der Wahrscheinlichkeitstheorie, dass mit  einer

Wahrscheinlichkeit von 1 nur endlich viele der Ereignisse A auftreten. Und dies

wiederum heif¥t, dassfir n — o K(x,)/n - 1 ist.

4.2 Datenkompression

Sei L 0 X, eine berechenbare Sprache und nehmen wir an, dass wir ein kurzes
Programm, einen ,, Code", nur fur die Worte in L finden mdchten. Fur jedes Wort xin
L suchen wir also ein Programm f(x)0{0,1} ", das x ausgibt. Man nennt die Funktion
f :L - X Kolmogorov - Code von L. Die Kiirze des Codes it die Funktion

n(n) = max{ f (x): xOL,|[x| < n}.

Man kann einfach eine untere Grenze der Kiirze jedes Kolmogorov - Codes jeder
Sprache bekommen. Sei L, die Menge der Worte aus L, die hochstens die Lange
nhaben. Dann ist offensichtlich 77(n) 2 log,|L | . Diese Abschétzung nennt man die

informationstheor eti sche untere Grenze.

Diese untere Grenze ist (bis auf eine additive Konstante) scharf. Man kann jedes Wort
x in L codieren, indem man einfach seine Nummer in der aufsteigenden Ordnung
angibt. FallsdasWort x der Lange n das t -te Element ist, dann braucht man dafir

log, t <log,|L | Bits, pluseine konstante Anzahl Bits fiir das Programm, das die

Elementein X" in lexikographische Ordnung bringt, tberpriift, ob siein L sind und
das t -te Wort ausgibt.
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Interessantere Fragen ergeben sich, wenn man fordert, dass der Code aus dem Wort
und umgekehrt das Wort aus dem Code in polynomieller Zeit berechenbar sein soll.
Mit anderen Worten: wir suchen eine Sprache L” und zwei in polynomieller Zeit
berechenbare Funktionen f:L - L', g:L'- L mit go f =id, , so dassfur jedes x

in L der Code |f (x) , kurz* im Vergleich zu |X ist. Solch ein Paar von Funktionen
wird Polynomialzeit-Code genannt.

Esfolgt ein Beispiel fur einen Polynomialzeit-Code, der nahe an der informatischen
unteren Grenze ist:

Im Beweis von Lemma 4.3 wurde fur die Codierung der Binarstrings der Lange nmit
genau m Einsen als Code einer Sequenz seine Nummer in der lexikographischen
Ordnung benutzt. Es wird gezeigt, dass diese Codierung polynomiell ist.

Man betrachte jeden Binérstring als (offensichtlichen) Code einer Teilmenge der n-
elementigen Menge {n-1,n-2,...,0} . Jede solche Teilmenge kann als {a,,...,a,} mit

a, >a, >...>a, geschrieben werden. Dann kommt die Menge {b;....,.b. } genau dann
lexikographisch vor der Menge {aiam} wenn esein i gibt, so dass b <a, und fur
dle j<i a, =b,gilt. Sei {a,...,a,} dielexikographisch t-te Teilmenge. Dannist die
Anzahl der Teilmengen {b,,....b,} mit dieser Eigenschaft genau (2., ). Wenn man

m—i+1

dies Uber alle i aufsummiert, so erhdlt man t :1+Z(aﬁ ).

m-i+l
i=1

Falls a,,...,a, gegeben sind, so kann t einfach in polynomieller Zeit berechnet
werden. Umgekehrt ist t einfach in der obigen Form zu schreiben: zuerst sucht man
(z.B. mit bingrer Suche) die grofdte natiirliche Zahl a, mit (2 ) >t -1, dann die grofdte

Zahl a, mit (if_l)>t —1—(2), usw. flir m Schritte. Esist einfach zu sehen, dass dann
a >a,>..>a, 20 giltund nach m Schritten nichts,, tibrig bleibt“. Eskann also in
polynomieller Zeit bestimmt werden, welche Teilmenge lexikographisch die t -te ist.

4.3 Die Unkomprimierbarkeits— Methode

Eine grole Bedeutung hat die Kolmogorov - Komplexitét im Bereich der
Beweisfuhrung mit Hilfe der Unkomprimierbarkeits - Methode erlangt. Ein Problem
bei Beweisen ist haufig, dass man eine bestimmte Eigenschaft nur fir ein spezielles
Element einer Menge zeigen misste, ein solches aber nicht einfach findet und daher
den Beweis algemein fuhren muss. Lemma 4.1 besagt nun, dass es auf jeden Fall
Worte gibt, die nicht komprimierbar sind. Bei Anwendung der Unkomprimierbarkeits
— Methode geht man normalerwei se davon aus, dass die gewtinschte Eigenschaft nicht
gilt, und zeigt dann, dass in diesem Fal doch ale solchen Worte komprimierbar
waren, was den gewunschten Widerspruch liefert. Es werden nun zwei Beispiele fir
die Anwendung der Methode gegeben.

Theorem 4.6: Fir unendlich viele n ist die Anzahl der Primzahlen kleiner als n
mindestens logn/loglogn.
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Beweis: Sel neine natrliche Zahl, die nicht mit weniger als logn Zeichen darstellbar
ist. Laut Lemma 4.1 gibt es unendlich viele solcher Zahlen. Seien p,, p,,..., p,,die

Primzahlen, die kleiner als n sind. Dann kann man n= p;* p3--- p;» aus dem Vektor
der Exponenten rekonstruieren. Jeder Exponent ist hdchstens logn grof3 und kann
daher mit loglognBits dargestellt werden. Also kann n mit mloglognBits
dargestellt werden, woraus Theorem 4.6 folgt. B

Im folgenden Beispiel wird die Unkomprimierbarkeits — Methode angewendet, um die
durchschnittliche Komplexitét von Heapsort abzuschétzen.

Heapsort ist ein haufig genutztes Sortierverfahren, weil es ohne zusdtzlichen Platz
auskommt und einen Aufwand von garantiert hochstens nlognbesitzt. Jedoch war
lange Zeit seine durchschnittliche Komplexitét nicht gut analysiert. Mit Hilfe der
Unkomprimierbarkeit wird dies erstaunlich einfach.

Einen Heap kann man sich als (bis auf die unterste Ebene) vollstandigen Bindrbaum
vorstellen. Jeder Knoten ist mit einem Schllssel markiert. Der grofite Schllissel ist bei
der Wurzel, und jeder andere Knoten hat einen Schltissel, der nicht grof3er als der
seines Vaterknotens ist. Formal: Ein Feld aus Schliisseln k,....k, ist ein Heap, falls
fir 1<|j/2]<j<n gilt: k;,, =k, . Wir betrachten das Sortieren innerhalb eines
solchen Feldes A ohne zusétzlichen Speicher. Es lauft in zwel Schritten ab:

Aufbau des Heaps: Betrachte A als einen Baum: die Wurzel ist in A[l]; die zwei
Sshnevon Ali] sindin Al2i] und Al2i +1]. Wiederhole fur i =n/2,n/2-1,...1: {der
Teilbaum mit Wurzel in Ali] ist jetzt bis auf die Wurzel selbst schon ein Heap} Lasse
den Schltssel k von A[l] in den Baum einsinken - vertausche ihn mit einem Sohn,
der einen SchlUssel grofer as k hat -, bis er keinen solchen Sohn mehr besitzt.
Sortieren des Heaps: Wiederhole fir i =n,n-1,...,2: { AlL.i] ist der verbleibende
Heap und A[i +1..n] enthdlt die schon sortierte Liste aus den groften Schluisseln
Ki..-...K,. Laut Definition muss A[l] (die Wurzel des Heaps) den grof3ten der
verbleibenden Schliissel, also k., enthalten} Vertausche den Schitissel von Al1] mit
dem Schitissel von Ali] und erweitere so die sortierte Liste zu Ali.n]. Forme
Al1.i —1] wieder zu einem Heap mit dem groRten Schitissel bei Al1] um.

Es ist bekannt, dass der Aufbau des Heaps in O(n) ablaufen kann. Es ist ebenfalls
bekannt, dass der Sortierschritt nicht mehr als O(nlogn) Zeit braucht. Es wird nun
die genaue durchschnittliche Komplexitét des Sortierschritts abgeschétzt wird. Dabel
wird die Umformung im Sortierschritt nach Williams M ethode vorgenommen:

{Am Anfang ist A[l]: k.}. Wiederhole: vergleiche die Schliissel der beiden Sthne
von k; falls m der groRere ist, vergleiche k und m; wenn k<m ist, dann
vertausche k und m; bis k=m ist. Williams Methode macht pro Anwendung 2d
Vergleicheund d Datenverschiebungen.

Man nehme eine gleichformige Wahrscheinlichkeitsverteilung Uber der Liste der n
Schllissel an, so dass alle Eingabelisten gleich wahrscheinlich sind.

Theorem 4.7: Im Durchschnitt macht Heapsort nlogn—0O(n) Datenverschiebungen.
Williams Methode macht im Durchschnitt 2nlogn-0O(n) Vergleiche.
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Beweis: Mit n Schlisseln gibt es nl=n"e™"+/2/n Permutationen. Wir wahlen eine
Permutation p der n Schliissel, so dass C(p|n)=nlogn-2n. Laut Theorem 4.1 gibt

es eine solche Permutation; in der Tat haben sogar die meisten Permutationen diese
Eigenschaft.

Behauptung 4.8: Sei h der nach dem ersten Schritt aufgebaute Heap mit der Eingabe
p.Dannist C(h|n)=nlogn-6n.

Beweis: Man nehme im Gegenteil an, dass C(h|n)< nlogn-6n. Dann wird gezeigt,
wie man p unter Verwendung von h und n in weniger as nlogn—-2n Bits
beschrieben werden kann. Man codiert die Aufbauprozedur des Heaps, die h aus p
erzeugt. In jeder Schleife wird, wenn k = A[l] in den Heap einsinkt, der Pfad auf dem
k lauft, folgendermal3en codiert: O flr einen linken Zweig, 1 fir einen rechten Zweig,
S
gegebenem Heap h und dieser Beschreibung der Pfade kann man die Prozedur
umkehren und p rekonstruieren. Somit ist

C(p|n)<C(h|n)+ 2nlog3+0(1) <nlogn-2n;

diesist ein Widerspruch. o

<2nlog3 Bits. Bei

2 fur Stopp. Insgesamt braucht man dafir Iogs*Zn

Jetzt wird eine Beschreibung von p gegeben, indem man die Historie der n—1 Heap
- Umordnungen wahrend des Sortierschrittes benutzt. Man muss nur fur jeden
Durchlauf im Sortierschritt die letzte Position notieren, an der Ali] in den Heap

eingefugt wird. Eine solche Position wird durch den Pfad von der Wurzel zu ihr
codiert. Ein Pfad kann durch eine Sequenz von Oen und len reprasentiert werden,
wobei 0 einen linken Zweig und 1 einen rechten Zweig angibt. Da die Lange
mitcodiert werden muss, codiert man den Pfad als (a, |, s), wobei s der eigentliche

Pfad ist, fir a=0 ist I=|g, und fur a=1 ist |=logn-|§; | ist in
selbstbegrenzender Form. Falls der i-te Pfad die Lange d, hat, braucht diese
Beschreibung hochstens  1+d, +min{2log(logn-d, ),2logd,} Bits. All diese
Pfadbeschreibungen werden zu einer Sequenz H zusammengefasst.

Behauptung 4.9: Aus H und n kann man den Heap h rekonstruieren.

Beweis: Seien H und die Tatsache, dass h ein Heap von n unterschiedlichen
Schltsseln ist, bekannt. Man ssimuliert den Sortierschritt riickwérts. Zuerst enthalt
A[l..n] eine sortierte Liste mit dem kleinsten Element in A[l]

Fur i =2,...,n—1 wiederhole: {jetzt enthalt AlL.i—1] den teilweise rekonstruierten
Heap und A[i ..n] enthélt die verbleibende sortierte Liste mit dem kleinsten Element in
Ali] .} Setze den Schiiissel von Ali] nach Al1] und bewege jeden Schitissel auf dem
(n—i)-ten Pfadin H eine Position nach unten, wobei man mit der Wurzel in A[l]
anfangt. Der letzte Schiiissel auf dem Pfad wird nach Ali] gesetzt.

Nach dem letzten Schieifendurchlauf enthalt AlL.n] denHeap h. o
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Aus Behauptung 4.9 folgt, dass C(h|n)<|H|+O(1) ist. Laut Behauptung 4.8 gilt aso
|H| = nlogn—-6n. Vergleicht man dies mit der oben angegebenen Lange der

Beschreibung eines Pfades, so erkennt man, dass dies nur méglich ist, wenn die
durchschnittliche Pfadléange zumindest logn—c' fir eine feste Konstante c' ist. Diese
Zahl gibt die durchschnittliche Anzahl von Datenverschiebungen in jedem Durchlauf
des Sortierschrittes an. Also macht Heapsort ausgehend vom Heap h zumindest
nlogn—-0O(n) Datenverschiebungen und mit Williams Methode 2nlogn—-0(n)
Vergleiche.

Da die meisten Permutationen zuféllig sind, gelten diese Grenzen nicht nur fir eine
zufallige Permutation p, sondern im Durchschnitt fir alle Permutationen. B

5. Literatur

Der grofdte Teil dieser Ausarbeitung basiert auf einem Kapitel eines Skriptsvon L.
Lovasz [1]. M. Li und P. Vitanyi haben ein grof3es Buch Uber die Kolmogorov -
Komplexitét geschrieben, das weit Uber den Inhalt dieser Ausarbeitung herausgeht
[2]. Ausihm habe ich hauptsachlich die Beispiele in Abschnitt 4.3 entnommen. Im
WWW gibt es zudem noch eine Reihe weiterer Artikel, Seiten und Skripte, die einen
Uberblick iber das Themengebiet geben [3] —[6].
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